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Исследовано влияние вида метрики и способа задания «разделяющего» полинома на резуль-
таты нахождения точек бифуркации во временных рядах метеорологических величин. В качестве 
индикатора для определения положения точки бифуркации использовались полиномы от нулевой до 
третьей степени. В качестве метрик, позволяющих определить оптимальное положение этих поли-
номов внутри исследуемого временного ряда, были рассмотрены следующие: среднеквадратическое 
отклонение, евклидова метрика, манхеттенское и относительное расстояние. 

Апробация предложенного алгоритма выполнена на временных рядах мгновенной и осред-
ненной температуры воздуха и атмосферного давления. Установлено, что для рассмотренных вре-
менных рядов наилучшие результаты дает использование в качестве метрики манхеттенского рас
стояния.

Ключевые слова: временные ряды метеорологических величин, анализ временных рядов, вре-
менной тренд, метрики, точки бифуркации.
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The influence of a metric kind and a method of setting the "dividing" polynomial on the results of 
finding bifurcation points in time series of meteorological values has been studied. The bifurcation point 
reflects the moment of change of the established system mode, caused by a significant change in the factors 
that generate the process under study. This article searches for a moment when the direction of the process 
changes in the time series of measurement data as the boundary between local trends. Zero to third degree 
polynomials have served as an indicator for determining the position of the bifurcation point. As the metrics 
allowing to determine the optimal position of these polynomials within the time series under investigation 
the following ones have been considered: standard deviation, Euclidean metric, Manhattan and relative 
distance. The statistical significance of the split is checked using the Fischer test.

The proposed algorithm has been tested on time series of instantaneous and averaged air temperature 
and atmospheric pressure. The degree of the initial variation unexplained by the model is used as an esti-
mate of the approximation accuracy. The use of Manhattan distance as a metric has been found to be the 
best for the time series considered.

The approach proposed in this paper can be applied in the future, in particular, when determining the 
start time of climate change in different regions of our planet.

Keywords: time series of meteorological values, time series analysis, time trend, metrics, bifurcation 
points.
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Введение
В настоящее время существует большое число работ, посвященных иссле-

дованию временных рядов с помощью рассмотрения «поведения» трендов на 
отдельных участках такого ряда [5―12]. В частности, это работы, посвященные 
изменениям климата Земли как в далеком прошлом, так и в настоящее время.

Однако задача оптимального построения нескольких трендов на заданном 
отрезке временного ряда в силу целого ряда объективных причин не имеет од-
нозначного решения.  Во-первых, по одному и тому же набору данных можно 
построить бесконечное множество трендов. Во-вторых, если предполагается, что 
за рассматриваемый период происходило нескольких разветвлений в характере 
временного процесса, то конкретный вид трендов во многом будет зависеть от 
выбора моментов времени, определяющих разделение на исследуемом отрезке 
временного ряда на интервалы, на которых сохранялась устойчивая тенденция 
динамики процесса [2, 5]. 

Разделение временного ряда на отдельные участки — это процесс нахож-
дения точек бифуркации (ТБ): tТБ [5, 8, 9]. В общем случае бифуркация — это 
разветвление, раздвоение. В наиболее близкой для нас теории колебаний бифур-
кация — это перестройка характера движения реальной системы. Тогда точка би-
фуркации представляет собой смену установившегося режима работы системы. 
Применительно к анализу трендов временного ряда под точкой бифуркации мы 
будем понимать смену (границу) между локальными линейными трендами, т. е. 
точку, в которой происходит изменение направленности процесса.

Примерами наличия точки бифуркации в природных процессах является 
разделение процесса накопления снега на склоне и момента схода лавины; вре-
менной ход приземной температуры воздуха при изменении режима инсоляции 
и др. В то же время определение положения точек бифуркации позволяет опре-
делить момент, когда факторы, определяющие временной процесс, изменяются. 
Корректное определение таких моментов представляет как научный, так и прак-
тический интерес. 

Схематично ситуация наличия точки бифуркации изображена на рис. 1 [9, 10]. 
Здесь отчетливо проявляются временные флуктуации параметра yt и в то же время 
визуально видно разделение описываемого временным рядом процесса на значе-
ния левее отмеченной точки бифуркации (линия 1) и правее этой временной точки 
(линия 2). Этот же пример показывает, что в случае игнорирования наличия точки 
бифуркации описание временного процесса с помощью общего тренда (линия 3) 
приводит к «вымыванию» того факта, что в данном временном ряду был момент, 
когда существенно изменились факторы, его порождающие. Кроме того, из анали-
за рис. 1 следует неоднозначность в определении точки бифуркации из-за наличия 
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флуктуаций. Поскольку флуктуации всегда присутствуют, то этот момент также 
следует учитывать. Пример анализа влияния флуктуаций на определение положе-
ния точки бифуркации рассмотрен в работе [5].

Для определения положения точек бифуркации в данной работе использова-
но построение семейства временных трендов, наилучшим образом (с точки зрения 
используемых метрик) описывающих заданный отрезок временного ряда. Основ-
ная цель данной работы — апробировать предложенный алгоритм и на конкрет-
ных примерах показать наличие целого ансамбля результатов при использовании 
различных полиномов и метрик. При этом используемые временные ряды служат 
только для иллюстрации полученных результатов. Рассматривается построение ста-
тистической модели и апробация ее успешности с использованием количественных 
критериев на фактических и модельных временных рядах метеорологических вели-
чин. Предложенный в данной работе подход в дальнейшем может быть применен, 
например, при определении моментов времени, когда начались климатические из-
менения в различных регионах нашей планеты, или при ответе на вопрос, что стало 
увеличиваться раньше: выбросы углекислого газа или температура воздуха [5, 12].

Алгоритм поиска точек бифуркации
Как и в работе [5], в основе исследования алгоритма определения положения 

точек бифуркации внутри временного ряда лежит сравнение между собой разных 
отрезков такого ряда с их статистической моделью. В качестве моделей в данной 
работе, как и в работе [6], рассматриваются полиномы разных степеней (обозна-
чим M как степень полинома), начиная от полинома нулевой степени. Для коли-
чественной оценки «близости» временного ряда и его модели могут быть исполь-
зованы различные метрики, число которых в данной работе ограничено четырьмя 
[5, 13]. 

Рис. 1. Изменение характера тенденции временного ряда.
1 ― тренд первого участка ряда, 2 ― тренд второго участка ряда, 3 ― тренд всего ряда.

Fig. 1. Changing the nature of a time series trend.
1 ― the trend of the first section of the row, 2 ― the trend of the second section of the row,  

3 ― the trend of the entire series.
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Определение положения точек бифуркации включает последовательное вы-
полнение следующих этапов:

—— выбор числа ТБ (B), которое будет определяться в данном временном ряду;
—— выбор статистической модели для всех (B + 1) отрезков временного ряда — 

в данной работе это определение степени аппроксимирующего полинома M; 
—— выбор вида метрики, используемой для количественной оценки близости 

элементов каждого из (B + 1) отрезка временного ряда с их моделью;
—— формирование на основе прямого перебора внутри временного ряда 

(B + 1) отрезков разной длины: в зависимости от степени полинома минимальная 
длина отрезка не может быть меньше (M + 1);

—— оценка успешности каждого такого разбиения с помощью выбранной ме-
трики;

—— по минимуму суммы метрик для (B + 1) отрезков временного ряда опре-
деление оптимального разбиения и, соответственно, нахождение потенциальных 
положений точек бифуркации;

—— проверка статистической значимости разбиения с помощью критерия Фи-
шера.

Как видно из рассмотрения перечисленных этапов, весь процесс нахождения 
положения точек бифуркации во многом носит субъективный характер и, следо-
вательно, зависит от опыта и квалификации исследователя. Однако это не умаля-
ет важности данного этапа анализа свойств временных рядов, так как открывает 
новые возможности в интерпретации описываемых этими рядами процессов как 
в прошлом, так и в будущем (в построении прогнозов).

Алгоритм определения положения одной точки бифуркации (B = 1) с исполь-
зованием полиномов нулевой (М = 0) и первой (М = 1) степени детально рас-
смотрен в работе [5] для случая, когда в качестве метрики используется сумма 
среднеквадратических отклонений значений временного ряда от соответствую-
щих им значений статистической модели. В данной работе число используемых 
метрик расширено до четырех, а степень используемых полиномов меняется от 
нуля до трех.

Обозначим значения временного ряда из n значений как вектор х, а соответ-
ствующие им значения модели как у. Тогда используемые метрики, позволяющие 
количественно оценить расстояние между отрезками временного ряда и соответ-
ствующими значениями математической модели, можно записать следующим об-
разом [5, 13]:

среднеквадратичное отклонение (СКО)
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манхеттенское расстояние (МР)
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при x yi i+ ≠0.
Рассмотрим случай, когда ряд делится на два отрезка. Метрики, определяе-

мые соотношениями (1) — (4), вычисляются для двух отрезков временного ряда: 
(1 – n1) и ((n1 + 1) – n). Суммарное «расстояние» двух отрезков временного ряда от 
его математической модели будет определяться в виде

SS n n n n( ) ( , , ) ( , , ).1 1 1= + −ρ ρx y x y 	  (5)
Для поиска точки бифуркации внутри исследуемого временного ряда необ-

ходимо последовательно произвести расчет всех значений параметра SS(ni), где 
i = 1 + M, 2 + M, …, n – M. Таким образом, точка бифуркации будет определяться 
положением экстремума параметра SS(ni), т. е. значением ni, при котором пара-
метр SS будет иметь минимум. Иллюстрация изменения параметра SS в процес-
се перемещения предполагаемой точки бифуркации ni от i = 1 до i = 43 (М = 0) 
представлена на рис. 2. В рассматриваемом примере в качестве положения точки 
бифуркации будет выбран момент времени, соответствующий 21-му порядковому 
номеру измерения в исследуемом временном ряду.

Рис. 2. Пример поиска ТБ по значению параметра SS.
Fig. 2. Example of TB search by SS value.
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Для количественной оценки «эффективности» произведенного разделения 
ряда на отрезки можно использовать сравнение значений среднеквадратическо-
го отклонения для всего ряда σряда, когда его временной тренд определяется по-
линомом степени М, и суммарного среднеквадратического отклонения σступ его 
отрезков. В случае двух отрезков суммарное среднеквадратическое отклонение 
вычисляется по формуле [5]

� �
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n n n
n
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� �
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 	  (6)

где n — общая длина временного ряда; n1 и (n – n1) — длина соответственно перво-
го и второго отрезков ряда, разделенных точкой бифуркации; σ1 и σ2 — среднеква-
дратические отклонения значений фактического временного ряда от модельных, 
построенных полиномами заданной степени для двух отрезков соответственно.

Для оценки значимости проведенного разделения следует сравнить значение 
критерия Фишера
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с критическим его значением Fкр. Если выполняется неравенство F > Fкр, то будем 
считать, что проведенное разделение статистически значимо с заданной при опре-
делении Fкр доверительной вероятностью α.

Апробация алгоритма
Для проведения исследования влияния вида метрики и степени аппрокси-

мирующего временной тренд полинома на результат определения положения 
точки бифуркации использовались временные ряды, описывающие изменчи-
вость температуры воздуха и атмосферного давления в различных временных 
масштабах.

Типичные результаты, полученные при аппроксимации двух отрезков вре-
менных рядов с помощью различных метрик (формулы (1) — (6)), приведены на 
рис. 3—5. 

Первый исследуемый ряд — фрагмент суточного хода температуры воздуха, 
состоящий из данных 98 измерений с интервалом 15 мин, представлен на рис. 3. 
Среднеквадратическое отклонение ряда составляет 1,19 °С, средняя температу-
ра –2,93 °С (ряд 1) [14]. С учетом анализа суточного хода температуры воздуха 
в данном случае фактической ТБ может служить отсчет № 34, а представленные 
на рис. 3 графики показывают, насколько положение ТБ может варьировать в зави-
симости от выбранной метрики и степени аппроксимирующего полинома.

Второй ряд (ряд 2), представленный на рис. 4, — временной ход атмосфер-
ного давления (среднее значение 1007,22 гПа, среднеквадратическое отклонение 
5,78 гПа, число измерений 1010, интервал измерений 15 мин) [14]. С учетом про-
веденного анализа моментом смены характера протекающего синоптического 
процесса должен служить отсчет № 775. 
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Рис. 3. Временные ряды мгновенных значений температуры и модели,  
полученные с помощью четырех метрик. 

а ― нулевая степень полинома, б ― первая, в — вторая.
1 ― СКО, 2 ― СЕМ, 3 ― МР, 4 ― ОР, 5 ― фактический ряд.

Fig. 3. Time series of instantaneous values of temperature  
and models obtained using four metrics.

а ― zero, б ― first, в ― second degrees.
1 ― СКО, 2 ― СЕМ, 3 ― МР, 4 ― ОР, 5 ― the actual number.
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Рис. 4. Временные ряды давления и модели, полученные с помощью четырех метрик.
а ― нулевая степень полинома, б ― первая, в — вторая.

1 ― СКО, 2 ― СЕМ, 3 ― МР, 4 ― ОР, 5 ― фактический ряд.

Fig. 4. Pressure time series and models obtained using four metrics.
а ― zero, б ― first, в ― second degrees.

1 ― СКО, 2 ― СЕМ, 3 ― МР, 4 ― ОР, 5 ― the actual number.
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Кроме того, несомненно, интересный по своим результатам модельный клима-
тический ряд, имитирующий изменение глобальной температуры воздуха с 1870 
по 1980 г. с шагом в 1 год (ряд 3), [12] представлен на рис. 5 (средняя температура 
14,7 °С, среднеквадратическое отклонение ряда 0,29 °С). Точкой бифуркации яв-
ляется 1909 г., когда скорость повышения температуры заметно увеличилась. 

Рис. 5. Временные ряды модельной климатической температуры воздуха и модели, 
полученные с помощью четырех метрик.

а — полином нулевой степени, б — полином первой степени. 
1 — СКО, 2 — СЕМ, 3 ― МР, 4 — ОР, 5 — фактический ряд.

Fig. 5. Time series of climatic air temperature and models obtained using four metrics.
а ― zero, б ― first degrees. 

1 ― СКО, 2 ― СЕМ, 3 ― МР, 4 ― ОР, 5 ― the actual number.
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Значения среднеквадратического отклонения σступ аппроксимации отрезков 
слева и справа от точки бифуркации для трех рядов при использовании полиномов 
разных степеней и четырех метрик представлены в табл. 1. Также в таблице для 
каждого случая приведены порядковые номера, определяющие положение точек 
бифуркации в рассматриваемых рядах температуры и давления воздуха, рассчи-
танный критерий Фишера F (см. формулу (7)) и его критическое значение при 
уровне значимости α = 0,05. Во всех случаях (кроме одного) выполняется нера-
венство F > Fкр, т. е. проведенное разделение статистически значимо.

Таблица 1
Расчетное значение критерия Фишера и  

соответствующее ему положение точки бифуркации, разделенные косой чертой 
Calculation of Fisher ‘s criterion  

and its corresponding bifurcation point position separated by slash 
Метрика Степень полинома Ряд 1 Ряд 2 Ряд 3

СЕМ 0 3,25/21 3,76/401 3,29/1936
1 32,11/44 2,48/2 6,95/1902
2 55,32/20 3,97/30 6,95/1974
3 98,34/18 26,16/4 6,95/1873

СКО 0 1,26/4 3,5/379 3,29/1926
1 32,11/44 2,48/2 4,29/1971
2 39,23/16 4,0/3 4,29/1974
3 39,23/4 26,16/4 6,95/1873

МР 0 3,57/23 4,0/433 3,74/1936
1 35,40/43 5,06/807 6,95/1902
2 62,94/21 3,97/3 6,95/1976
3 117,03/18 26,16/4 8,41/1976

ОР 0 3,25/25 3,76/433 6,95/1936
1 32,11/43 2,48/807 6,95/1902
2 55,32/35 3,97/3 8,41/1976
3 98,34/39 26,16/4 6,95/1976

Примечание. Ряд 1: σряда = 1,19 °С, Fкр = 1,55, ТБ = 34; ряд 2: σряда = 5,78 °С, Fкр = 1,11, ТБ = 775; ряд 3: 
σряда = 0,29 °С, Fкр = 1,37, ТБ = 1909 г.

Из таблицы видно, что результаты работы алгоритма сильно различаются 
в зависимости от метрики и степени полинома. Если в качестве оценки точности 
аппроксимации принять степень необъясненной моделью исходной вариации 
σ2

ступ/σ
2

ряда, выраженную в процентах, то можно сказать следующее. Наибольшие 
ошибки получены при аппроксимации полиномом нулевой степени с исполь-
зованием всех метрик. Типичные значения σ2

ступ/σ
2

ряда в этом случае составля-
ют 30 %. 

Повышение степени полинома заметнее всего сказывается на аппроксима-
ции ряда 1 — фрагмента суточного хода температуры воздуха; типичные значения 
σ2

ступ/σ
2
ряда здесь составляют 1—3 %. Наилучшим с точки зрения локализации ТБ 
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в этом ряду оказался полином 2-й степени при использовании метрики относи-
тельного расстояния.

Ряд давления точнее всего аппроксимирован полиномом 3-й степени — ошиб-
ка составила 4 % независимо от используемой метрики. Однако минимальным 
расхождение в положении ТБ оказалось при использовании полинома 1-й степени 
и двух метрик: манхэттенское расстояние и относительное расстояние.

Самой низкой точность оказалась при аппроксимации модельной темпера-
туры. При использовании полинома 2-й степени с метрикой манхэттенское рас-
стояние и полинома 3-й степени с метрикой относительное расстояние значение 
σ2

ступ/σ
2

ряда составило 12 %. Ближайшее местоположение ТБ к 1909 г. также полу-
чено при использовании этих метрик, однако с полиномами 1-й степени.

Заключение
Анализ полученного материала позволяет рекомендовать для реализации 

процесса определения положения точки бифуркации использование полиномов 
степеней от 1-й до 3-й и двух метрик: манхэттенское расстояние и относительное 
расстояние. 

В то же время, как это часто бывает при попытке найти универсальный алго-
ритм на все возможные на практике случаи, предоставление одного строго регла-
ментированного применения данного алгоритма не представляется возможным. 
Однако это не умаляет его практической ценности, так как проведение серии 
расчетов с различными метриками и степенями использованных полиномов дает 
исследователю богатый материал для более детального анализа тех процессов, 
которые определяют тот или иной временной ряд. 

Проведенное исследование показало, что предложенный подход позволяет 
в определенной степени автоматизировать процесс определения положения точки 
бифуркации. В будущем авторы планируют обобщить предложенный подход для 
нахождения нескольких точек бифуркации внутри исследуемого ряда.
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