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Статья посвящена вопросу построения оптимальной модели суммарного переноса питательных 
веществ азота и фосфора различными поверхностными стоками в основной водоем зоны сельскохо-
зяйственного производства.

Рассмотрена задача оптимального размещения источников азота и фосфора в окрестностях 
определенного множества локальных сельскохозяйственных участков, при котором суммарный пе-
ренос водами поверхностного стока указанных питательных веществ в основной водоем достигал 
бы минимума. При этом используются некоторые элементы и положения модели SWAT, разработан-
ной USDA—ARSC. Учитывается, что суммарная величина осадочных масс во всех поверхностных 
стоках остается постоянной величиной.
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The article is devoted to the synthesis of an optimal model of the total transfer of nutrients by various 
surface runoffs into the main water body in agriculture. The problem of optimal placement of nitrogen and 
phosphorus sources, at which the total transfer of these nutrients into the main water body by the surface 
runoff would reach a minimum, in the vicinity of a certain set of local agricultural plots is considered. 
Several elements and provisions of the USDA – ARSC SWAT (Soil and Water Assessment Tools) model 
are used. It is taken into account that the total value of sedimentary masses remains constant in all surface 
runoffs feeding the main water body during the enumeration of all possible options for the distribution of 
nutrients by various runoff components. According to the solution of the problem of synthesizing the opti-
mal model, the sources of these nutrients should be arranged in direct order in relation to the indicator of the 
concentration of sedimentary substances in the runoff, i.e. where there is a high concentration of sediment 
in the runoff water, the concentration of nutrients should be high and vice versa.
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Введение
Известно, что из-за поверхностного стока загрязненных вод в водоемах про-

исходит увеличение осадкообразования, вследствие чего страдает флора и фау-
на водных бассейнов [1]. Подобное часто происходит в сельском хозяйстве, ха-
рактеризуемым неточечным загрязнением сельской местности [2]. Согласно [3], 
в сельской местности широко распространены химические загрязнения — пе-
стициды, поступающие смывающими водами при обработке сельхозучастков. 
Внесение загрязненных вод в водоемы способствует формированию в них как 
осадочного ила, так и взвешенных частиц. Скорость формирования осадочного 
ила или донных отложений определяется сочетанием биотических и абиотиче-
ских факторов [4].

Для исследования отложений в водоемах организуются опорные станции, 
снабженные седиментационными ловушками, а также другой измерительной 
техникой для исследования течи и прозрачности водных масс [5, 6]. Типичными 
загрязнителями сельской местности являются диоксины, металлы, ртуть, пита-
тельные вещества (P, N), растворенные органические вещества в воде, пестици-
ды, соли, бифенилы и др. Производство растительной продукции включает в себя 
пахотные работы, посадку растений, внесение удобрений, ирригационные рабо-
ты, борьба с грызунами и др. Азот и фосфор поступают в грунтовые воды путем 
поверхностного стока, просачивания или подповерхностного стока. Фосфор в ос-
новном теряется по причине формирования поверхностного стока, азот теряется 
через поверхностный сток и путем просачивания в грунтовые воды. 

Целью настоящей статьи является построение оптимальной модели суммар-
ного переноса питательных веществ азота и фосфора различными поверхностны-
ми стоками в основной водоем зоны сельскохозяйственного производства. Кроме 
того, в настоящей статье рассматриваются вопросы оценки суммарного влияния 
возможных вариантов загрязненности компонентов поверхностного стока азотом 
и фосфором. При этом используются некоторые элементы и положения модели 
SWAT (модельные средства для оценки состояния почвы и водоемов), разработан-
ной USDA—ARSC (службы сельскохозяйственных исследований Министерства 
сельского хозяйства США).

Предлагаемый метод
Следует отметить, что вопросам загрязнения вод поверхностного стока азо-

том и фосфором в сельском хозяйстве посвящена обширная литература (см. на-
пример [7—9]). Однако, вопросы реализации оптимального контроля степени за-
грязнения поверхностных вод питательными веществами рассматриваются редко. 
Для изложения предлагаемого метода контроля вышеуказанной загрязненности 
вкратце изложим некоторые сведения по теории оценки загрязненности поверх-
ностного стока [10]. Согласно [10], органический азот, входящий в состав удобре-
ний, в составе частиц почвы транспортируется поверхностном стоком в реки и 
озера. Как было показано в [10], согласно модели SWAT, перенос органического 
азота поверхностным стоком определяется по следующей формуле:
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N C S
Aorg S org N
HRU

N sed. . ., ,= ⋅ ⋅ ⋅0 001 ε   (1)

где Norg.S — количество органического азота, переносимого в основной канал по-
верхностным стоком (в кг/га); Corg.N — концентрация органического азота в по-
верхностном слое почвы толщиной 10 мм (метрическая тонна); S — количество 
осадочных веществ за день (метрическая тонна); AHRU — площадь гидрологиче-
ской единицы реагирования (HRU) (га); εN.sed — отношение обогащения азотом, 
определяемое как

εN sed sed SC. .
,, ,= ⋅ ( )−0 78 0 2468   (2)

где Csed.S — концентрация осадочных веществ в поверхностном стоке (мг/м3H2O).
Согласно [10], органический и минеральный фосфор, присоединенный к ча-

стицам почвы, может быть перенесен в основной водоканал поверхностным сто-
ком. Количество переносимого фосфора в составе осадочной массы вычисляется 
по формуле:

P C S
Ased sur sed P
HRU

P sed. . ., ,= ⋅ ⋅ ⋅0 001 ε   (3)

где Psed.sur — количество фосфора, переносимого в составе осадочной массы в ос-
новной водоканал поверхностным стоком (кг/га); Csed.P — концентрация фосфора 
в осадочной массе в верхнем слое толщиной 10 мм (метрическая тонна почвы); 
S — дневное количество осадочной массы (в метрических тоннах); AHRU — пло-
щадь HRU (га); εP.soil — отношение обогащения фосфора, вычисляемое по формуле:

εP sed sed SC. .
,, ,= ⋅ ( )−0 78 0 2468   (4)

где Csed.S — концентрация осадочных веществ в поверхностном стоке (мг/м3H2O).
С учетом выражений (1) и (2) имеем:

N C S
A

Corg S org N
HRU

sed S. . .
,, , .= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ( )−0 001 0 78 0 2468   (5)

Принимая во внимание (3) и (4), получим:

P C S
A

Csed sur sed P
HRU

sed S. . .
,, , .= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ( )−0 001 0 78 0 2468   (6)

С учетом внешнего сходства выражений (5) и (6) примем следующее модель-
ное выражение, общее для N и Р:

W
A C C

A
N P sed S

HRU

=
⋅ ⋅ ( )−0

0 2468
, .

,

,   (7)

где 
A S0

30 78 10= ⋅ ⋅−, .   (8)
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Для упрощения процедуры оптимизации полагаем в дальнейшем, что пло-
щадь всех HRU одинакова, а AHRU = const. Для понимания механизма проводи-
мой оптимизации и построения оптимальной модели переноса N и P рассмотрим 
предлагаемую модельную схему проводимой оптимизации (рис. 1).

На рис. 1 цифрами указаны: 1 — основной водоканал; 2 — блок модельного 
представления n количества компонентов поверхностного стока, которые про-
странственно разнесены, а i-я компонента характеризуется концентрацией оса-
дочной массы Csed.Si i n=1, ;  3 — блок модельных концентраций питательных ве-
ществ (N, P), распределяемых по компонентам стока в различных вариантах пу-
тем перебора для поиска наилучшего варианта; 4 — суммарное количество 
переносимых питательных веществ (N, P) существующего в зоне поверхностного 
стока.

Полагаем наличие двух упорядоченных множеств:

C C i nsed S sed Si. . , , ;={ } =1   (9)

C C j nN P N Pji, , , , .={ } =1   (10)

Задача оптимизации формируется по методике безусловной вариационной 
оптимизации. Для этого следует вычислить оптимальную зависимость:

C f Csed S N P. ,( ),=   (11)

Рис. 1. Модельное представление схемы переноса питательных веществ (N, P) 
в основной водоканал (пояснения в тексте).

Fig. 1. Model representation of the scheme for the transfer of nutrients (N, P)  
to the main water canal (explanations in the text).
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при которой:
1) некоторый вновь формируемый целевой функционал достигает экстре-

мальной величины;
2) функция (12) является наиболее точной аппроксимацией дискретного ана-

лога (11): 
C f Csed Si N Pj. ,( );=   (12)

3) выбор оптимальной функции (12) осуществляется с учетом следующего 
граничного условия: 

f C CN P
C

C

sed si

sed si

,

. .min

. .max

.( ) =∫   (13)

Смысл условия (13) заключается в том, что возможный перебор вариантов 
нормирован, и показатели загрязненности при этом не изменяются.

Целевой функционал оптимизации формируется в следующем виде:

F
A C f C dC

A
N P N P N P

HRUC

C

sed si

sed si

1
0

0 2468

=
⋅ ⋅ ( )−

∫
, ,

,
,

. .min

. .max

.   (14)

С учетом выражений (13) и (14), условно приняв Csed.s.min = 0, сформулируем 
задачу безусловной вариационной оптимизации как:

F
A C f C dC

A
f C dCN P N P N P

HRU

C

N P

sed si

2
0

0 2468

0

=
⋅ ⋅ ( )

+
−

∫
, ,

,
,

,

. .max

( )λ NN P

C

C
sed s

,

. .max

,−












∫
0

   (15)

где λ — множитель Лагранжа.

Решение задачи оптимизации
Согласно методу Эйлера—Лагранжа [11], решение задачи должно удовлетво-

рить условию:

∂
⋅ ( )











+ ( )

∂ ( )
=

−
A C f C

A
f C

f C

N P N P

HRU
N P

N P

0
0 2468

0

, ,
,

,

,

.

λ

   (16)

Из (16) находим:

− ⋅ ⋅ + =−0 2468 00 0 2468, ( ) .,
,

,A C
A

f CN P

HRU
N P λ   (17)

Из (17) получаем исходное выражение для f(CN,P):

f C
A C
AN P

N P

HRU
,

,,
,

.( ) = ⋅ ⋅
⋅

0 2468 01 2468
λ

   (18)
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С учетом (13) и (18) получим:

1 0 2468
1 2468

01 2468

0λ,
,,

,

,
.

. .max A C
A

dC CN P

HRU

C

N P

sed si ⋅
=∫   (19)

Из (19) получаем следующее выражение для вычисления множителя Лагран-
жа:

λ =












∫
1 0 2468 01 2468

0

1 2468

C
A C

A
dCN P

HRU
N P

Csed s ,
.,

,
,

,
. .max

   (20)

Таким образом, в соответствии с выражениями (18) и (20), при наличии прямо 
пропорциональной функциональной связи (18) обеспечивается экстремум функ-
ционала (15). Можно показать, что этот экстремум является минимумом. Для это-
го достаточно взять вторую производную интеграла в (15) по искомой функции, 
которая оказывается всегда положительной величиной. Следовательно, средняя 
величина загрязненности водоемов при выполнении условий (13) и (20) достигает 
минимальной величины. 

Что касается физических измерений показателей AHRU, СN,P и S, то методики 
проведения измерений их хорошо разработаны. Отметим, что AHRU может быть 
определен методами дистанционной геоинформатики, СN,P — дистанционными 
спектральными методами определения концентрации хлорофилла в воде, а S —
методами определения прозрачности вод.

Заключение
Рассмотрена задача оптимального размещения источников N и Р в зоне фор-

мирования поверхностного стока при котором суммарный перенос указанных пи-
тательных веществ в основной водоканал достигал бы минимума. При этом учи-
тывается, что суммарная величина осадочных масс во всех поверхностных стоках 
питающих основной водоканал при переборе различных вариантов считается по-
стоянной величиной.

Согласно решению оптимизационной задачи источники N и Р следует распо-
ложить в прямом порядке в отношении показателя Csed.s, т. е. там, где наблюдается 
большая концентрация осадочных веществ, концентрация питательных веществ 
должна быть большой, и наоборот.
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